How To: Lineare Regression, Polynomregression

Hier wird die Methode vorgestellt, eine Linearkombination beliebiger Funktionen
fi(xz) € R so auszuwéhlen, dass sie eine Menge von Punkten moglichst genau an-
nédhert (Fitfunktion).

Eine solche Lineare Regression eignet sich demzufolge insbesondere fiir Polynom-
regressionen. Verwendet wird die Gauftsche Methode, welche das mittlere Fehler-
quadrat minimiert. Weiter unten befindet sich ein Beispiel.

Zunichst einigen wir uns auf die zu verwendenden Gréfen und Indexkonventionen.
Gegeben sind:

e n Wertepaare (z;,y;)
e m Funktionen fj, jeweils mit zu ermittelnden Koeffizienten a;

Die Punkte sollen nun mdglichst genau durch die Gesamtfunktion F(z) beschrieben
werden. Diese kann, je nach Bediirfnis, ein Polynom beliebigen Grades sein, oder
eine Linearkombination anderer Funktionen.
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Wir versuchen, die Koeffizienten a; so zu wahlen, dass dies klappt. Der Trick liegt
darin, die Standardabweichung ¢ zu minimieren.
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Hierbei geniigt es bereits, den Wert der Summe zu minimieren, denn die Wurzel und
der konstante Faktor 1/n verdndern die Extremaleigenschaften nicht.

Da der Wert der Summe ausschlieflich iiber die Koeffizienten a; variiert wird, miissen
die Ableitungen nach den Koeffizienten Null ergeben. Nur in diesem Fall liegt ein
Extremum vor.
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Fiihren wir innere und dufere Ableitung aus, so ergibt sich das folgende lineare Glei-
chungssystem:
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Das sieht zwar ganz furchtbar aus, ist es aber gar nicht. Es handelt sich um m lineare
Gleichungen (k =1...m), die nach den Unbekannten a; aufgeldst werden missen.

Dies geschieht ganz einfach mit Hilfe einer Erweiterten Koeflizientenmatrix. Diese hat
e m+ 1 Spalten (j = 1...m links sowie die Konstantenspalte rechts)

o m Zeilen (k=1...m)



Unsere Matrix sieht fiir m = 3 Funktionen konkret folgendermafien aus:

Zfl(ﬂfi)fl(iﬁi) Zfz(%)fl(mi) Zf3($6i)f1($i) Zyifl(xz‘)
Zfl(xi)fz(xi) Zfz(%‘)fé(%‘) Zfs(ﬂfi)fz(ﬂ%) Zyzfz(wz) (5)

> fi@i) fs(mi) 2 fa(@i) fa(ws) D0 fa(wa)fa(wi) | 2owifs(wi)

Jedes Matrixelement besteht aus einer Summe iiber alle gegebenen Wertepaare (x;, y;).
Mittels Gaufs-Jordan-Verfahren bringen wir diese Matrix nun auf Diagonalform
und erhalten die gesuchten Koeflizienten a;.

1 0 0 ay
0 1 0|as (6)
0 0 1|as

Beispiel

Wir wollen die Punkte

(371;1/1) = (9, 15)
(z2,y2) = (18,24)

durch eine Funktion
F(z) = a1z + azsin(z) + as (8)

beschreiben. Das heifit, wir haben diese drei Teilfunktionen:

filz) ==z
fa(z) = sin(z) (9)
fa(z) =

Unsere Koeffizientenmatrix sieht deshalb folgendermafsen aus. Beim Berechnen des
Sinus aufpassen: wir rechnen in Radianten, nicht in Grad!

924182 sin(9) - 9+ sin(18) - 18 9-+18 15-9+24-18
9sin(9)+18sin(18) sin?(9)+ sin?(18) sin(9)+ sin(18) | 15sin(9)+24sin(18)
9-+-18 sin(9)+ sin(18) 1+1 15+24
405 —9.8087 27 567
= —9.8087 0.7338 —0.3389 | —11.8419 (10)
27 —0.3389 2 39

Diese Matrix muss nun mittels Gaufs-Jordan-Verfahren auf Diagonalform ge-
bracht werden.



405 —9.8087 27 567 |:405
—9.8087  0.7338 —0.3389 | —11.8419
27 —0.3389 2 39
1 —0.0242 0.0667 1.4
—9.8087  0.7338 —0.3389 | —11.8419 |+ 9.8087 - Zeile 1
27 —0.3389 2 39 | — 27 Zeile 1
1 —0.0242 0.0667 1.4
0 0.4964 0.3153 1.8903 |:0.4964
0 0.3145 0.1991 1.2
1 —0.0242 0.0667 1.4 |+ 0.0242 - Zeile 2
0 1 0.6352 3.8080
0 0.3145 0.1991 1.2 | —0.3145 - Zeile 2
1 0 0.0821 1.4921
0 1 0.6352 3.8080
0 0 —0.0007 0.0024 |:—0.0007
1 0 0.0821 1.4921 | — 0.0821 - Zeile 3
0 1 0.6352 3.8080 |—0.6352 - Zeile 3
0 0 1| —3.4286
1 0 0 1.7739
0 1 0 5.9858
0 0 1| —3.4286

Damit haben wir die gesuchten Koeffizienten gefunden und kénnen die Fitfunktion
F(z) aufstellen.

ay = 1.7739
az = 5.9858
a3z = —3.4286

= F(z) = 1.7739z + 5.9858 sin(x) — 3.4286

Als graphische Darstellung sieht unser Ergebnis nun folgendermafsen aus.
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